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имущественное использование количественных (измеряемых) признаков. Описан алгоритм последовательного разделения 
би- и мультимодальных выборок на отдельные группы с применением свойства симметрии нормального распределения. Пред-
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Введение
Классическая работа Грегора Иоганна Менделя (Mendel, 
1865; Мендель, 1935) посвящена анализу проявляющихся в 
потомстве растений закономерностей, в частности расще-
плений по качественным признакам (одному или несколь-
ким). Известно, что Мендель сознательно уклонялся от изу
чения количественных признаков, поскольку так и не смог 
установить четкие критерии однозначной классификации 
групп расщепления. Любое измерение, выражающееся не 
заключением «признак присутствует – признак отсутствует», 
связано как с выбором надлежащей точности измерений, 
так и ошибками (погрешностями) собственно измерений.  
В свое время анализ подобных ошибок привел К.Ф. Гаусса к 
исследованию свойств нормального распределения (Gauss, 
1821), названного позднее в честь его исключительных за-
слуг в этом вопросе гауссовым распределением (также рас-
пределение Гаусса, распределение Гаусса – Лапласа) (Вент-
цель, 1999).

В современной генетике часто появляются работы, по-
священные исследованию тех или иных особенностей на-
следования количественных признаков (Авдеев, 2010; Гон-
чарова и др., 2013; Белоногова, 2014; Костылев и др., 2018, 
2020). Так, все авторы отмечают сложности с выделением 
в массиве имеющегося материала отдельных групп, харак-
теризующихся определенными границами измеряемых 
признаков, позволяющих от подсчета количества объектов 
перейти непосредственно к анализу расщепления как в 
классической генетике.

Ранее сделана попытка формализации и разработки спе-
циальной программы «Полиген А» (Мережко, 2005), однако 
выбор платформы реализации и неясность пользователь-
ского интерфейса ограничили сферу ее применения всего 
до одного-двух экземпляров. Отсутствие документации (мо-
дели, инструкций) еще менее способствовало распростра-
нению программы.

В данной работе предпринята попытка популярно из-
ложить математические основания (модель) анализа рас-
щеплений количественных признаков с целью сделать со-
ответствующие идеи и инструментарий доступными для 
широкой аудитории генетиков и селекционеров.

Математическая модель
Базовые представления. Проявление количественных 
признаков в природе в большинстве случаев имеет нор-
мальное распределение плотности вероятности, обознача-
емое как распределение величины X, зависящей от матема-
тического ожидания μ и дисперсии σ2:
                                    X ~ N(µ, σ2)                                                            (1)

Функция распределения выглядит как

                                                                                                                   (2),

а функция плотности вероятности – как

                                                                                                                 (3)

При анализе вариации количественного признака (в 
простейшем случае – единственного) доля экземпляров с 
тем или иным значением измерения этого признака х бу-
дет пропорциональна плотности вероятности φ(х), а гисто-
грамма, простроенная с заданной точностью измерений 
значений признака и нормированная до максимума функ-
ции плотности вероятности, будет повторять вид кривой 
ожидаемых частот (рис. 1).

Мономодальное распределение. При исследовании 
вариации единственного признака, определяемого через 
единственный количественный показатель, закономерно 
ожидать, что функция плотности вероятности будет пред-
ставлена мономодальной кривой (см. рис. 1).

Бимодальное распределение. Если на такой коли-
чественный показатель оказывают влияние хотя бы два 
признака, для которых параметры их нормальных рас-
пределений отличаются (X1 ~ N(µ1, σ2   

1
); 

 
X2 ~ N(µ2, σ2   

2
);

  
µ1 ≠ µ2), значения суммарной вероятности определяются для 
несовместных событий по формуле (4) , а для совместных –  
по формуле (5):

                                                                                                                (4)
                                                                                                                 (5)

В последнем случае при анализе гистограммы значений 
количественного показателя очевидно, что для получения 
более точных результатов следует вводить поправку на со-
вместное проявление обоих признаков. Также не нуждается 
в доказательстве обстоятельство, согласно которому при 
различных модах проявления признаков µA и µB суммар-
ная функция плотности вероятности будет представлена 
бимодальной кривой (рис. 2).

Мультимодальное распределение и расщепление ко-
личественных признаков. Рассмотрим аспекты распреде-
ления значений количественных признаков для гипотети-
ческого аллеля G, определяющего полную высоту растения 
в фазе цветения.

Предположим, что для аллеля G характерно неполное 
доминирование, влияющее на прибавку высоты растения; 
у генотипа gg прибавка никак не выражается, для генотипа 
Gg составляет 25 %, а для генотипа GG – 50 %. В таком случае 
при наличии достаточного количества экземпляров перво-
го поколения гибридов от скрещивания чистых линий GG 
и gg распределение по показателю высоты растения будет 
носить ярко выраженный мономодальный характер. Это-
го и следует ожидать, поскольку выборка образована ис-
ключительно растениями с генотипом Gg (единообразная  
25 %-ная прибавка). Скрещивание F1 гибридов между собой 
(как и самоопыление гибридов) в следующем поколении F2 
гибридов даст генотипы GG, Gg и gg в соотношении 1:2:1 (мы 
по-прежнему полагаем, что законы Менделя работают). Та-
ким образом, четверть растений F2 должна иметь прибавку 
высоты 50 %, половина – прибавку высоты 25 %, а оставшая-
ся четверть – стандартную высоту без прибавки.

Полученная в результате анализа гибридов F2 гистограм-
ма будет иметь тримодальный вид, причем площадь пика 
должна вдвое превышать площади пиков µGG и µgg (рис. 3). 
Столкнувшись с таким характером распределения гибридов 
F2 по высоте, генетик может зафиксировать в качестве ре-
зультатов своего исследования как неполное доминирова-

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)

P(A + B) = P(A) + P(B) – P(AB)

   1    
σ√2�

φ(х) = e
– (x – µ)2

2σ2
          
          

   1    
σ√2�

Ф(х) = 
    
х 

  ∫  e                dt
– ∞  

– (t – µ)2

2σ2
          
          
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ние для аллеля G, так и характерное для него расщепление 
в соотношении 1:2:1.

Иная картина будет наблюдаться в случае полного доми-
нирования аллеля G над аллелем g. Получив во втором по-
колении F2 гибридов то же соотношение генотипов GG, Gg 
и gg (1:2:1), исследователь не сможет по фенотипу отличить 
GG от Gg, так как все они будут иметь одинаковую прибавку 
в росте по сравнению с gg. Соотношение количества фено-
типов будет выражаться как 3:1, и соответствующая гисто-
грамма будет иметь бимодальный вид (рис. 4), а площадь 
пика µG будет втрое больше площади пика µg.

Таким образом, с помощью анализа количества и харак-
тера групп, выделяемых при оценке распределения призна-
ка, можно так же надежно, как в классической модели (каче-
ственных признаков), установить характер доминирования 
изучаемого аллеля и формулу расщепления.

Разделение выборки на группы. Гистограмма мономо-
дального распределения повторяет вид функции плотности 
вероятности, а гистограмма распределения мультимодаль-
ного – вид суммы таких функций. Остается определить для 
набора функций φ(х) параметры математического ожида-
ния (моды) µi и дисперсии σi

2.
В любом случае анализ сложного распределения следует 

начинать с «открытого» края (слева или справа), где отсут-
ствует «наложение» двух соседних функций плотности ве-
роятности. Для определенности выберем вариант «слева» 
(рис. 5).

Используем такой алгоритм:
1.	 Двигаясь по оси абсцисс (измеряемый показатель) от 

минимальных значений к максимальным, находим пер-
вый по порядку максимум и по соответствующему объ-
екту исходной выборки точно определяем значение  
mµ (может отличаться от значения для столбца гисто-
граммы).

2.	 Выделяем все объекты со значением измеряемого по-
казателя mi < mµ в отдельную выборку M.

3.	 Для каждого объекта этой выделенной выборки (кроме 
объекта с максимальным значением показателя) соз-
даем «пару», то есть объект со значением показателя 
mi′ = mµ+ (mµ – mi ). Объединяем выборки M и M′, полу-
чая новую выборку M.

4.	 Вычисляем выборочную дисперсию σ 2   
M для выборки M, 

определяем величину стандартного отклонения σ   M как 
квадратный корень из величины σ 2   

M.
5.	 Из исходной выборки выделяем объекты, у которых  

mµ – σM ≤ mi ≤ mµ + σM , в выборку M*. Вычисляем матема-
тическое ожидание (моду) µ.

6.	 Полученные значения µ
M* и σ 

2   
M*  являются параметра-

ми первого выделенного нормального распределения 
X* ~ N(µM*  , σ 

2   
M* ).

7.	 Из исходной выборки удаляем объекты, вошедшие в вы-
борку M*, продолжаем до тех пор, пока исходная выбор-
ка не станет пустой.

Каждое последующее нормальное распределение мож-
но анализировать, выбирая между вариантами «слева» и 
«справа». Результатом служит набор функций нормального 
распределения, сумма которых и определяет общую вариа-
цию исходной выборки.

Рис. 1. Соответствие гистограммы и функции плотности нормаль-
ного распределения
Fig. 1. Correspondence of the histogram and the density function  
of the normal distribution

Рис. 2. Гистограмма бимодального распределения
Fig. 2. Bimodal distribution histogram sample

Рис. 3. Гистограмма тримодального распределения при неполном 
доминировании
Fig. 3. Trimodal distribution histogram sample on case of incomplete 
dominance

Рис. 4. Гистограмма бимодального распределения при полном до-
минировании
Fig. 4. Bimodal distribution histogram sample on case of complete 
dominance
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Рис. 5. Использование свойства симметрии нормального распре-
деления
Fig. 5. Using the symmetry property of the normal distribution

Определение границ между группами. Для всех вы-
численных нормальных распределений в качестве границ 
(минимального и максимального значений признака для 
объектов, включаемых в группу) изначально применяют 
значения xmin = μ – 3σ, xmax = μ + 3σ (правило трех сигм). Од-
нако при таком подходе общее количество объектов, опре-
деляемое как сумма количества объектов во всех выборках, 
зачастую оказывается заведомо больше, чем количество 
объектов исходной выборки (ведь соседние распределения 
перекрываются, и в «зоне перекрытия» объекты считаются 
дважды). Поэтому следующий шаг должен приводить к сба-
лансированному перераспределению объектов соседних 
групп, чтобы избежать их вхождения более чем в одну группу.

Для разделения соседних групп находим точку пересе-
чения соседних функций распределения, как показано на 
рисунке 6 (в большинстве случаев существование такой точ-
ки, притом единственной, обусловлено характером функ-
ций плотности распределения для выборок X1 ~ N(µ1,σ 2   

1 ) и 
X2 ~ N(µ2,σ 2   

2 ); µ1≠µ2 поскольку они определены на интерва-
ле x Є (–∞, + ∞). При попадании объекта точно на границу 
групп для определенности считаем, что он относится к «ле-
вой» группе. В исключительных случаях точка пересечения 
отсутствует, и тогда очевидно, что одна из выборок полно-
стью «покрыта» другой.

Подсчет количества объектов в сбалансированных груп-
пах дает их естественное соотношение, которое легко пре-
образовать в искомую формулу расщепления.

Многомерные решения. В ходе исследования может 
выясниться, что анализируемые признаки не являются не-
зависимыми. Более того, на один и тот же количественный 
показатель могут влиять сразу несколько признаков. В та-
ком случае следует собрать максимально подробные дан-
ные измерений (или иных количественных оценок проявле-
ний изучаемых признаков) и использовать их как входные 
данные (исходная матрица данных) для применения метода 
главных компонент. В результате вычислений будут получе-
ны: (а) вектор собственных чисел, отражающий статистиче-
ский вес (информативность) сформированных собственных 
векторов, и (б)  собственные векторы, отражающие вклад 
каждого из исходных признаков в формирование того или 
иного орта (оси координат) преобразованного простран-
ства; в этом пространстве исходные объекты могут группи-
роваться в виде облаков рассеяния.

Для определения природы сочетаний признаков не-
обходимо анализировать значимость главных компонент 
и вклады признаков в собственные векторы. Для оценки 
характера распределений (выделение моно-, би- и мульти-
модальных распределений и их использование при генети-
ческом анализе материала) рекомендуется применять вы-
шеописанный метод.

Заключение
Предлагаемая методика реализована автором в программе 
Quantic Cat1, имеющей удобный и наглядный (графический) 
интерфейс в среде Microsoft Windows, а также все необходи-
мые средства проведения расчетов.

Исследование многомерных взаимозависимостей ко-
личественных признаков удобно проводить с помощью 
авторского калькулятора многомерной статистики STATIC 
(Речкин, 1985) в современной реализации (Jacobi-Static2). 
Калькулятор использует программы на языке ЯКОБИ (Ефи-
мов, Речкин, 1985); перенос исходных данных и результатов 
обработки методом главных компонент существенно облег-
чается тем, что обе программы имеют один и тот же формат 
записи данных, CSV (comma-separated values).

Подсчитываемые программой Quantic Cat границы зна-
чений признака для различных групп можно соотнести с 
селекционной ценностью отдельных растений, входящих 
в ту или иную группу. При массовом отборе для последу-
ющей селекционной работы целесообразно использовать 
для разведения только экземпляры, обладающие значени-
ем признака, укладывающимся в обозначенные границы. 
Такой подход позволит значительно сократить объем затра-
чиваемых ресурсов (материальных, людских), необходимых 
для селекции перспективных в хозяйственном отношении 
сортов и линий.

Таким образом, разработана математическая модель и 
реализованы программы, удовлетворяющие потребностям 
исследований анализа расщеплений по количественным 
признакам. Программы общедоступны, распространяются с 
открытым исходным кодом, что полностью снимает эконо-

1 Доступно: http://quantic-cat.sourceforge.net (дата обращения 27 июля 
2023 г.)
2 Доступно: http://sourceforge.net/projects/jacobi-static (дата обращения  
14 июня 2023 г.)

Рис. 6. Сбалансированное разделение групп
Fig. 6. Balanced division of groups
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мические и юридические вопросы и создает предпосылки 
для их применения в исследовательской работе.
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